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RESUMEN: Este trabajo ofrece una visién sobre la modelacién de las relaciones de
preferencias del consumidor diferente a la cldsica, pues prescindimos de la hipétesis
de transitividad. Concretamente, analizamos dos tipos de relaciones de preferencias no
transitivas, las aciclicas y las asimétricas, que bajo ciertas condiciones, admiten tipos
de representacién numérica distintos. Justificamos la aceptacién de las mismas mediante
ejemplos practicos y vemos también resultados que garantizan la existencia de repre-
sentaciones continuas de estas relaciones de preferencias.
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1. Introduccién

El comportamiento del consumidor se modeliza suponiendo que sus elecciones estan
basadas en unas preferencias subyacentes sobre unas posibles alternativas. El ob-
jetivo del consumidor es entonces la obtencién de elementos maximales para su
relacion de preferencias dentro de su conjunto de eleccién. Una forma de simpli-
ficar el andlisis de este problema consiste en asociar niimeros reales a los elementos
del conjunto de eleccién, de tal forma que las comparaciones entre consumos se
reducen a comparaciones entre los niimeros reales asociados a ellos. Esta asociacion
es denominada representacion numérica de la relacién de preferencias. Estas re-
presentaciones se dividen en tres tipos: funciones que asocian a cada consumo un
numero real, funciones que asocian a cada par de consumos un nimero real y fun-
ciones que asignan un numero real a cada consumo pero que no caracterizan a la
relacion aunque son igualmente ttiles para resolver el problema de eleccién.

Cuando hablamos de la relacién de preferencias de un agente, habitualmente
asumimos que se trata de una relacién binaria reflexiva, completa y transitiva que
genera clases de equivalencia formadas por consumos indiferentes, llamadas cur-
vas de indiferencia. Sin embargo, se ha puesto de manifiesto que muchas veces la
hipétesis de transitividad de la relacion es contraria a la experiencia y no siempre la
eleccién del agente es perfectamente discriminable. Tratamos en este articulo rela-
ciones de preferencia no transitivas, axiomatizando y estudiando dos clases de ellas,
probando para ambas clases resultados andlogos a los existentes en la teoria de la
utilidad clésica.

Los primeros trabajos que contemplan esta posibilidad se publican en los anos
50. Armstrong (1950) afirma que la no transitividad de la indiferencia debe ser
reconocida y explicada, y que la tnica explicaciéon que parece valida estd basada
en los errores de discriminacién de la mente humana por los cuales las diferencias
son reconocidas solamente para magnitudes suficientes. Luce (1956) asume que la
utilidad no es, en general, perfectamente discriminable, admite la posible existencia
de intransitividades en la indiferencia y, por primera vez, axiomatiza un modelo de
relaciones de preferencia no transitivas. En su trabajo podemos encontrar el ejemplo
que relatamos a continuacion y que ilustra perfectamente esta idea, incluso podemos
considerarlo como un experimento. Fijémonos en una persona que prefiere una taza
de café con una cucharada de azucar a otra con cinco cucharadas y preparemosle
401 tazas de café con (1 + ﬁb)x gramos de azucar, donde x es el peso en gramos
de una cucharada de aztucar e i varia desde 0 hasta 400. Es decir, preparamos 401
tazas de café, donde la primera (i = 0) tiene una cucharada de azicar y la dltima
(¢ = 400) tiene cinco, mientras las restantes incrementan gradualmente la cantidad
de azticar entre una y cinco cucharadas. Es evidente que la persona elegida no
notard diferencia entre cada taza y la siguiente, es decir, las tazas ¢ e ¢ + 1 le seran
indiferentes, para todo i; sin embargo esta persona preferird claramente la primera
taza a la ultima. Este sencillo ejemplo refiere, por tanto, una relacién de indiferencia
que no es transitiva.
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Otro ejemplo tipico de una relacién de preferencias que no es necesariamente
transitiva es la de un colectivo que decide por votacién mayoritaria. Concretamente
la conocida paradoja del voto o paradoja de Condorcet nos muestra como las pre-
ferencias colectivas pueden presentar ciclos, aunque las preferencias de los votantes
individuales no los tengan. Para ello consideremos tres votantes A, B y C que eligen
entre tres consumos distintos x, ¥, z de tal modo que cada uno de ellos manifiesta
una relacién de preferencias estricta transitiva reflejada como sigue:

relacion de preferencias de A: Ty -z
relacién de preferencias de B: Y-z2>=2x
relacién de preferencias de C: Z=x -y

Estas preferencias generan, por votacién, una nueva relacién R que verifica xRy
(pues asf ocurre para dos de los tres votantes); andlogamente se obtiene yRz y zRx.
Es decir, se genera por votacién una relacién de preferencias estricta no transitiva.

Los ejemplos mencionados justifican la posibilidad de no admitir la hipdtesis de
transitividad como un axioma. Esta necesidad de considerar relaciones de preferen-
cias no transitivas nos emboca a la busqueda de representaciones numéricas de las
mismas por funciones que caracterizan los maximales.

En este trabajo recogemos dos tipos de estas preferencias: preferencias aciclicas
y preferencias asimétricas. Para ello seguimos basicamente los trabajos de Peleg
(1970), Shafer (1974) y también el de Subiza (1993), que constituye una revisién
interesante de resultados de diferentes tipos de representaciones numeéricas.

En una primera parte estudiamos la llamada representacion débil de una relacién
de preferencias, que es una relajacién del concepto de funcién de utilidad. Esta
relajacién obvia la necesidad de que la relacién sea transitiva, aunque exige la
propiedad de aciclicidad. Este tipo de representacién no caracteriza necesariamente
los maximales de la relacion, lo que nos lleva a estudiar condiciones que aseguren
la existencia de una utilidad débil que si los caracteriza.

En una segunda parte estudiamos un tipo més concreto de relacién de preferen-
cias no necesariamente transitivas, las preferencias asimétricas. Estas preferencias
pueden ser representadas por formas hemisimétricas que generalizan el concepto de
funcién de utilidad y, al igual que ésta, caracterizan los maximales de la relacién.
Veremos también resultados que garantizan la existencia de representaciones con-
tinuas de este tipo.

2. Preferencias aciclicas: representacion débil.

Un resultado clésico sobre representacién numeérica de relaciones binarias es el estu-
diado por Debreu (1954), en el que prueba que una relacién de preferencias continua
definida en un subconjunto de R™ es representable por una funcién de utilidad con-
tinua. Tal representacién es ttil porque nos da infomacién completa acerca de la
relacién y porque es méas facil trabajar con una funcién real que con la propia
relacion. Estudiamos en esta seccién un tipo distinto de representacién numérica
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que no proporciona informacién completa sobre cudl es la relacién, pero que es
compatible con relaciones de preferencias no necesariamente transitivas. Este tipo
de representaciones, que se denominan débiles, es estudiado entre otros por Peleg
(1970), Bridges (1983) y Peris-Subiza (1995).

Definiciéon 1 Una funcion v : X — R es una funcion de utilidad débil, o una
representacion numérica débil, de una relacion de preferencias estricta > definida
sobre un conjunto de consumos X C R™ si se verifica que

x =y = u(z) > uly).

Destacar que cualquier transformacién mondétona de una funcién de utilidad
débil es a su vez otra funcién de utilidad débil. Es decir, siu : X — R es una funcién
de utilidad débil y f : R — R es una funcién estrictamente creciente, entonces
(f o) es una funcién de utilidad débil. En efecto, si x = y, como u es una funcién
de utilidad débil, entonces u(x) > u(y) y a su vez, como f es estrictamente creciente,
se cumple que f(u(z)) > f(u(y)); por tanto si z > y entonces (fou)(x) > (fou)(y).

Definicion 2 Una relacion de preferencias estricta >~ definida sobre un conjunto
X es aciclica si dados x1, x3,...x, € X se satisface que si x1 > XTg = ... >
Ty, entonces x, ¥ xi.

De la existencia de una representacién débil se obtiene como condicién necesaria
la aciclicidad de la relacion de preferencias. En efecto, la existencia de una funcién de
utilidad débil representando una relacién de preferencias > implica que la relacién
no tiene ciclos, pues si x1 = x2 > ... > x,, entonces se cumple que u(x1) > u(xg) >
... > u(xy,), siendo u una representaciéon débil de >. Asi pues u(z1) > u(z,) y por
tanto u(z,) % u(z1), es decir x,, ¥ 1.

Por otra parte es trivial que si la relacién de preferencias es transitiva entonces
es aciclica, ya que si 1 > x2 > ... > x,, la transitividad asegura que 1 > x, y
por tanto z, ¥ x1; mientras que el reciproco no es cierto en general, como prueba
el ejemplo que sigue:

Consideremos en R? la relacion de preferencias estricta = dada por

[zl >yl

x%y(z){
[z—yll > 1

Esta relacion es aciclica, puesto que si x1 = Tg > ... > Ty, entonces | z1 || >
fz2 ||> ... > xn ||, luego || 1 || > || @n || y por tanto x, ¥ 1.
Sin embargo esta relacion de preferencias no es transitiva, pues si consideramos

T = (%,0)7 Y= (—%,0), z = (1,0), se cumple que x = y puesto que || z |= |%‘ =
3>3=|-3 =y ny—yH=|%+§|=%>1; también se cumple que y = z
porque ||y |=3>1=|z|ylly—zl=|-2-1]=|-2| =3 > 1; mientras que
sin embargo x 3 z, porque |z — z |= |2 — 1| = 3 < 1.

Veamos que condiciones garantizan la existencia de una funcién de utilidad débil.
Definimos en primer lugar la clausura transitiva de una relacién binaria.
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Definicién 3 Dada una relacion de preferencias estricta > definida sobre un con-
junto X, se denomina clausura transitiva de > a la relacion binaria => en X dada
por:

T =y <= emisten r1,...,x, € X tales que x =x1 = ... =T, =y

La clausura transitiva de una relacién de preferencias aciclica es la menor
relacion transitiva que contiene a la relacién de partida. En efecto, la clausura
transitiva de una relacion aciclica es una relacién binaria transitiva pues si z >=> y
ey => z, es decir, si existen z1,... ,Tp,Y1,...,Yn € X talesque x =1 = ... >
Tp =Y = Y1 > ... = Ym = z entonces tenemos que z > z. Ademds si R es
otra relacién binaria transitiva en X conteniendo a >, es decir, z > y implica que
xRy, entonces R contiene a la clausura transitiva; en efecto, si x >=> vy, es de-
cir, si existen z1,...,x, € X tales que z = z; > 2 > ... > x, = y, entonces
z=x1RxsR... Rx, =y, y por la transitividad de R se tiene que zRy.

Ademsés la aciclicidad de una relacién binaria > se puede caracterizar en
términos de su clausura transitiva pues > es aciclica si, y sélo si, su clausura tran-
sitiva es irreflexiva.

Recordamos algunos conceptos de continuidad de la relacién de preferencias que
necesitaremos posteriormente.

Definicién 4 Una relacion de preferencias > definida en X es semicontinua infe-
riormente si se verifica que el conjunto {y € X : x = y} es abierto en X, para todo
zeX.

Se dice que > es semicontinua superiormente si el conjunto {y € X : y > x} es
abierto en X, para todo x € X.

Por tanto, la relacién de preferencias es continua si lo es superior e inferiormente.

El primer resultado de existencia de representacion débil que estudiamos,
podemos verlo en Alcantud (1995) y exige una hipdtesis de continuidad que no
se refleja necesariamente en la utilidad débil.

Teorema 1 Sea > una relacion de preferencias definida en X C R™.
Si = es semicontinua inferiormente, entonces existe una funcion de utilidad débil
u: X — R que la representa.

Demostracién. Sea B = {B;};en una familia numerable de subconjuntos abiertos
de X verificando que para todo abierto U de X, y para todo = € U, existe j € N
tal que x € B; C U. Tal familia existe pues basta considerar el conjunto B =
{XﬁB(q,%) :neN,qgeQ}

Denotaremos x >> By, cuando = >> b, para todo b € By. Definamos la apli-
cacién v : X — R mediante

{ 0 si no existe un k € N tal que  >> By,
u(x) =

—k
Y essp, 27" en otro caso
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La funcién u estd bien definida, pues la serie 27% es convergente, y

x B
ademas es una funcién de utilidad débil para >. En efegt;, Supongamos Yy > x; sl se
verifica  >=> By, la transitividad de la clausura transitiva implica que y => By,
luego u(y) > u(x), puesto que en u(y) intervienen al menos los mismos sumandos
que en u(zx).

Por otra parte, como x € {z € X : y > z} y este es un conjunto abierto, entonces
existen € Ntalquez € B,, C {z € X : y > z}. Por lo tanto y => B,, porque y > b,
para todo b € B,, y ademas, por la aciclicidad de la relacién, no puede suceder que
x >=> B, ya que ¢ € B,,. Entonces se verifica u(y) > u(z), pues en u(y) interviene
al menos un sumando més que en u(z) (el correspondiente a By,). O

Este resultado sigue siendo vélido si la relacién de preferencias es semicontinua
superiormente.

Destacar que este tipo de representacién débil no proporciona informacién com-
pleta sobre la relacion de preferencias, en el sentido de que no caracteriza los maxi-
males de la misma. En efecto, los maximales de u son maximales de >, puesto que
si #* es un maximal de u, entonces para cualquier y € X se tiene que u(y) < u(x*),
es decir, u(y) # u(xz*), lo que implica y ¥ z*. Sin embargo los maximales de la
relacion > no tienen porqué ser maximales de u, tal como se observa en el siguiente
ejemplo:

Sea = la relacion de preferencias estricta definida en el conjunto X = [0,100]
comox -y r—1>y.

En este caso la funcidn u(x) = x es una funcién de utilidad débil para la relacidn,
pues six > y entonces x > x—1 >y, es decir u(z) > u(y). Se tiene que trivialmente
el inico punto que mazimiza la funcion es x* = 100 mientras que los mazimales
de = son [99,100]. En efecto, el conjunto {x* € [0,100] : y # x*, para todoy €
[0,100]}, es decir {x* € [0,100] : y — 1 < &*, para todo y € [0,100]} lo forman los
mazximales de = . Como 0 < y < 100, entonces 99 < z* < 100, y por tanto el
conjunto de elementos mazimales es [99,100].

El mismo trabajo nos ofrece la posibilidad de obtener una funcién de utilidad
débil que si caracterice los maximales de la relacién.

Teorema 2 Sea > una relacion de preferencias aciclica definida en X C R™. Si
existe una funcion de utilidad débil que la representa, entonces, para cualquier sub-
conjunto D C X, existe una funcién de utilidad débil up : D — R tal que

¥ es un mazrimal de D <= x* mazimiza up en D.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que existe una
funcién de utilidad débil u : X — (0, 1) que representa a la relacién de preferencias
. Bastarfa componer la funcién u : X — R con la funcién f: R — (0, 1), dada
por f(z) = arctg(%x + %) que es estrictamente creciente. Entonces para cualquier
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conjunto D C X podemos definir la funciéon up : D — R como

up(z) = {

Asi, up es una funcién de utilidad débil para la relacién restringida a D. En
efecto, dados =,y € D tales que = > y, si  es un maximal entonces up(z) =1 >

1 si  es un maximal en D
u(x) en otro caso

u(y) = up(y); y si £ no es un maximal, entonces up(z) = u(z) > u(y) = up(y). Por
tanto si £* maximiza up en D, entonces x* debe ser un maximal de D, y ademas
cualquier maximal de > en D maximiza up, ya que si z* es un maximal de > en
D, entonces up(xz*) =1 > u(y), para todo y € D. a

Como una consecuencia inmediata de los dos ltimos teoremas, y considerando
D = X, obtenemos el resultado que sigue.

Corolario 1 Sea > una relacion de preferencias aciclica definida en X C R"™.
St~ es semicontinua inferiormente, entonces existe una funcion de utilidad débil
u: X — R que caracteriza los maximales de la relacion de preferencias.

Estudiamos a continuacién qué condiciones debe cumplir una relacién de pre-
ferencias para que podamos obtener una funcién de utilidad débil continua que la
represente. Para ello necesitamos una condiciéon de separabilidad de la relacién.

Definicién 5 Se dice que una relacion de preferencias > definida en un conjunto
X C R” es separable si existe un subconjunto numerable D C X tal que para todo
par de consumos x,y € X, tales que x >y existe d € D verificando x > d > y.

Teorema 3 Sea - una relacion de preferencias aciclica definida en un subconjunto
X C R™ semicontinua inferiormente y separable. Entonces existe una funcion de
utilidad débil semicontinua superiormente que caracteriza los elementos mazximales
de la relacion de preferencias.

Demostracion. Supongamos que existe una funcién de utilidad débil v en X.
Por el teorema 2 podemos asumir que u : X — (0,1) caracteriza los elementos
maximales de X.

Definamos ahora v : X — [0, 1] como

1 si y es un maximal en X
v(y) =9 .
inf {u(x) : x >=> y} en otro caso

Entonces v es una funcién de utilidad débil en X. Para probar esto observemos
dos propiedades

(1) v(z) > u(x), para todo = € X.

(2) u(z) > v(y), para todo = > y.

Supongamos pues que x > Yy, entonces, como > es separable, existe z € X tal
que z > z >y, y por tanto v(x) > u(z) > u(z) > v(y).
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Ademis trivialmente x* es un maximal de X si, y sélo si, £* maximiza v en X.
Sélo queda probar que v es continua superiormente en X, es decir, que para todo
a € R el conjunto v~!(—00, @) es abierto en X. Sean pues « € Rey € v (—o0, ),
es decir y € X tal que @ > v(y). Distinguimos dos casos:

a) Supongamos que y es un maximal. Entonces v~ (—o0,a) = X, ya que o >
v(y) =1 > v(x), para todo x € X.

b) Supongamos que y no es un maximal. Entonces si se verificase v(x) > « para
todo x > y, llegariamos a una contradicciéon. En efecto, = > y entonces existe z € X
tal que & = z > y, y entonces se tiene que u(x) > v(z) > «a; en consecuencia, si
x = y entonces u(x) > a. Asi pues, v(y) = inf{u(z) : x => y} > a. Luego ha de
existir « > y tal que a > v(x) > v(y). Entonces, como > es semicontinua inferior-
mente, V = {z € X : x = 2} es abierto en X y satisface que y € V. C v™1(—o00, ),
ya que x > z implica que a > v(z) > v(2), es decir z € v~ (—o00, ).

O

Andlogamente se puede probar que si la relacién de preferencias > es semi-
continua superiormente y separable, entonces existe una funciéon de utilidad débil
semicontinua inferiormente en X que caracteriza a los elementos maximales. Ahora
bien, las funciones de utilidad débil semicontinua superior e inferiormente obtenidas
no son necesariamente las mismas, y por lo tanto, aunque la relacion de preferencias
> sea continua y separable, no se obtiene la existencia de una funcién de utilidad
débil continua que la represente, como muestra el ejemplo que sigue:

Consideremos los siguientes conjuntos:

A={g€Q:q<0} = (~00,0]NQ

B={qeQ:q>1} =[l,400)NQ

A*=A—-{0} =(—00,00NQ

C={(a4):q9€ A% ¢ €(0,1)NQ} = ((—0,0) x (0,1)) N (Q x Q)

y, como conjunto de consumo X = AUBUC. Definamos en X la siguiente relacion
binaria aciclica:

¢ €A ¢ »q=4q>q

.9 €B:q¢ ~q=q >q

(4,4),(q,d") € C:(q,¢) = (¢,¢") <= ¢ > ¢

(q,q") € C(q € A) entonces (q,q') = q, y 1 = (q,4¢").

Consideremos en X la clausura transitiva de esta relacion >. Resulta que esta
relacion de preferencias = es separable y continua (considerando en X la topologia
del orden) y no existe ninguna funcidn de utilidad débil continua para ella como
probamos a continuacion. En lo que sigue, y por comodidad, denotaremos a la
relacion >=> como >.

En primer lugar observemos que es obvio que para cada x,y € X tales que x > y,
existe z € X tal que x = z = y. Como ademds X es numerable (es un subconjunto
de Q x Q), se tiene que > es separable.

Consideremos en X la topologia inducida por el orden =, es decir, U C X es
abierto en X si para cada x € U existe ¢ € X tal quex € {z € X : z > q} CU
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6x €{z¢e X :q» 2z} CU. FEs trivial que con esta topologia la relacidn de
preferencias definida es continua.

Resefiar, por otra parte que es falso que x > 0, para todo x € B vy, ademds
x> 0, para todo x € A* UC. Por lo tanto si U es un conjunto abierto que contiene
a 0, ha de existir ¢ < 0 tal que 0 € {z € X : z > q} C U, es decir todo conjunto
abierto que contiene a 0 debe contener a B y debe tener elementos de A*.

Supongamos ahora que existe una utilidad débil u : X — R continua respecto a la
topologia del orden, y llegaremos a un absurdo. Denotemos a = u(0), y distingamos
tres casos:

(a) Si se verificase u(1) > «, entonces se tendria que 0 € u=1(—o0,u(1)), que
es abierto en X. Asi se concluiria que u='(—oo,u(1)) es un conjunto abierto que
contiene a 0 y que no contiene a B ya que si x € B, x > 1 y entonces ¢ = 1, es
decir u(z) > u(1).

(b) Si se verificase u(1) < « también llegaremos a una contradiccion ya que para
todo g € A*, 1 > (g, %) = q, y por lo tanto, u(q) < u(1), entonces tendriamos que
A* Nut(u(1),+00) = ¢. Pero esto no puede suceder ya que w1 (u(1),+00) es un
conjunto abierto que contiene a 0.

(c) Si se verificase u(1) = a, como u(l) < u(3) < u(2), se obtiene que 0 €
ut(—oo,u(2)). Asi u=l(—o0,u(2)) es un conjunto abierto que contiene a 0.

En resumen, en cualquiera de los tres casos llegamos a una contradiccion, que
proviene de suponer la existencia de una funcion de utilidad débil y continua.

3. Preferencias asimétricas: representacién hemisimétrica.

Consideramos en esta seccién un tipo alternativo de representacién numérica que
prescinde también de la transitividad aunque incorpora hipdtesis de convexidad.
Este tipo de representacion, presentado por Shafer (1974) requiere relaciones de
preferencias estrictas asimétricas.

Definicién 6 Una relacion de preferencias estricta > definida en un subconjunto
X C R” es asimétrica si x =y implica y ¥ x

A partir de una relacién de preferencias estricta asimétrica > podemos definir

la relacién de indiferencia ~, como
r~ysi,ysblosizfyey# o

y la relacién de preferencia-indiferencia = como x = y si, y s6losi >y 6 x ~ y.

Esta relacién de preferencia-indiferencia asociada a > es reflexiva y completa.
En efecto, > es reflexiva puesto que x ~ x, para todo z € X, como consecuencia de
la asimetria. Ademds > es completa pues dados x,y € X puede ocurrir que = > y
6 = % y. En el primer caso se obtiene x > y, mientras que en el segundo, si y > x,
entonces y = x; y Sl y ¥ x, como x ¥ y, entonces x ~ y.

Comentar que esta relacién > asi definida no cumple necesariamente Ia
propiedad de transitividad debido a que la relacién de indiferencia puede no ser
transitiva, como demuestra el ejemplo que sigue:
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Consideremos la relacion de preferencias estricta = definida sobre el R de la
forma x >~y <= x — 1 > y. Esta relacion es claramente asimétrica, pues si x =y,
es decir siz—1 >y entoncesy—1 < y+1 < z, luego y # x. Ademds la relacion de
indiferencia asociada no cumple la propiedad de transitividad, pues si consideramos
r=3,y=4yz=>5, como 3 ¥ 4yd¥ 3, entonces 3 ~ 4; andlogamente se tiene
que 4 ~ 5, pero sin embargo no se cumple que 3 ~ 5, ya que 5 > 3.

El concepto de asimetria con el que trabajamos ahora es més restringido que
el de aciclicidad visto en la secciéon anterior. Es decir, toda relacién de preferencias
aciclica es asimétrica de forma trivial, sin embargo el reciproco no es cierto. Por
ejemplo la relacién de preferencias obtenida en la paradoja del voto o de Condorcet,
es claramente asimétrica y no es aciclica pues verifica x RyRz y, sin embargo, zRx.

Destacar que si la relacién ademads de ser aciclica, es asimétrica y completa,
entonces si es transitiva. Para probarlo, supongamos que = > y e y > z, y veamos
que x > z. Como x > y > z, entonces por la aciclicidad z ¥ x; ademds por asimetria
x # z,y por tanto por la propiedad de completitud x > z.

El tipo de representacién numérica que vemos aqui asocia un valor numérico
a cada par de elementos del conjunto de consumo y caracteriza, al igual que la
funcién de utilidad para preferencias transitivas, la relacién de preferencias. Esta
representacion discrimina en funcién del signo de la imagen de un par de consumos
si el primero de ellos es méas preferido o no que el segundo.

Definicién 7 Se dice que una relacion de preferencias asimétrica > definida sobre
un conjunto de consumo X C R™ es representable por una forma hemisimétrica k
st existe una funcion real k: X x X — R tal que:

(1) k‘(m,y) = —k:(y,x)

b) k(z,y) > 0 <= x =y, para todo z,y € X.

Nétese que, como caso particular, si la relacién de preferencias inducida > fuese
transitiva y representable por una funciéon de utilidad v : X — R, podriamos
considerar la forma hemisimétrica k(z,y) = u(z) —u(y). Asi pues, la representacién
por formas hemisimétricas parece una buena adaptacion de la idea de utilidad.

Es obvio ademaés que si existe una forma hemisimétrica que representa a la
relacién de preferencias estricta >, ésta es asimétrica. En efecto, si > y esto
implica que k(x,y) > 0 y entonces k(y,x) = —k(z,y) < 0, luego y ¥ x.

Destacar también que este tipo de representacién k caracteriza la relaciéon de
preferencias, es decir, dada una funcién k : X x X — R que verifique k(x,y) =
—k(y, x) para todo z,y € X, podemos definir la relacién estricta = en X, z >~ y &
k(x,y) > 0. Esta relacién > asi definida es asimétrica pues

x=y=k(z,y) >0=>k(y,z) <0=y }x

y ademsds la funcion k es una representacién hemisimétrica para ella. Por otra parte,
esta funcion k aporta la informacién necesaria sobre los maximales de la relacién
de preferencias, pues basta hallar un z* € X tal que k(y,2*) < 0 para todo y € X.
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Es decir
x* =y, para todo y € X <= k(y,2*) <0, para todo y € X.

En efecto, si 2* = y para cualquier y € X, entonces se cumple que k(z*,y) >
0, y por tanto —k(y,x*) > 0, o lo que es lo mismo k(y,2*) < 0. Reciprocamente, si
se cumple que k(y,z*) < 0 para todo y € X, esto implica que —k(z*,y) <0y, por
tanto, k(z*,y) > 0, es decir * = y para todo y € X.
A diferencia de lo ocurrido con la representacién por funciones de utilidad para
el caso de las relaciones de preferencias transitivas, cualquier relaciéon asimétrica
puede ser representable por una forma hemisimétrica, basta definir

1 siz>y
k(x,y) =< —1siy>==x
0 en otro caso

Por otra parte, nétese que cualquier transformacién de k que conserve el signo
y la hemisimetria sigue siendo una representacién de este tipo para la relacién de
preferencias estricta >. Es decir, si una funcién f : R — R verifica que f(—x) =
—f(z), f(0) =0y xf(x) > 0 para todo = # 0, la composicién fok: X x X — R
es también una representacién hemisimétrica para la relacién de preferencias dada.
En efecto, se verifica

(fok)(z,y) = f(k(z,y) = —f(k(y,x)) = —(f o k)(y,2),
y también
(fok)(x,y) >0& f(k(z,y) >0 k(z,y) >0z >y

Asi pues sélo se tienen problemas de existencia cuando se desean propiedades
adicionales para la forma hemisimétrica, como puede ser la continuidad. El resultado
que asegura la existencia de una forma hemisimétrica k continua que representa
la relacién de preferencias precisa del concepto de convexidad de una relacién de
preferencias.

Definicién 8 Una relacion de preferencias > definida sobre un conjunto convero X
se dice estrictamente conveza si dados x,y,z € X distribuidos dos a dos verificando
yraxyzrx, setiene que ty + (1 —t)z > x, para todo t € (0,1).

Se puede probar que si > es estrictamente convexa, dados y1, ... ,ym € X, y; = T
para todoi=1,... ,myt; € (0,1) tales que > ., t; = 1 entonces Y .-, t;y; > .

Para alcanzar nuestro objetivo necesitamos que el conjunto {(z,y) € X x X :
x = y} sea cerrado, que es consecuencia, como veremos en el lema que sigue, de
la continuidad de la relacién. Recordemos que, suponiendo transitividad ambos
conceptos son equivalentes, sin embargo, prescindiendo de la transitividad hemos
de usar la convexidad de la relacién, como vemos en los resultados que siguen y que
podemos ver en Shafer (1974).



52 C. Vdzquez

Lema 1 Sea > una relacion de preferencias estricta asimétrica, continua y estric-
tamente convexa definida en un subconjunto convexo X C R™. Entonces el conjunto
R={(z,y) e X x X :x =y} es cerrado en X x X.

Demostracién. Vamos a probar que el complementario de R, R€, es abierto en
X X X, es decir, dado (z*,y*) € R€ existe un entorno de (x*,y*) contenido en R°.

Dado (z*,y*) € R¢, tenemos que y* > x*. Como el conjunto {z € X : z > z*}
es abierto en X, podemos elegir un entorno de y* en X, N(y*) tal que N(y*) C
{z € X : z > x*}. En particular, elegimos N(y*) que sea la cldusura convexa

de un conjunto finito de puntos {y1,... ,ym}, es decir N(y*) = H(y1,... ,Ym) =
Asi, para cada ¢ = 1,... ,m tenemos que y; > x* y, como el conjunto {z € X :

y; > z} es abierto, para cada i, existe un entorno N;(z*) de x* tal que N;(a*) C
{ze Xy, > z}.

Sea N(z*) = N N;(z*). Entonces N(z*) es un entorno de z*, y para cada
x € N(x*), tenemos que x € N(z*) C N;(z*) C {z € X : y; > z}, para todo i; por
tanto y; > x, para cada i. Por el axioma de convexidad esto implica H(y1,... ,Ym) =
Ny*)c{zeX:z>x}.

Sea N(z*,y*) = N(z*) x N(y*) = {(z,y) € X x X : x € N(z*),y € N(y*")}.
Entonces N( ,y*) es un entorno de (z*,y*) y N(z*,y*) C R°. En efecto, dado
(z,y) € N(z*,y*) = N(z*) x N(y*) entonces y € N(y*) y por tanto y > x, es decir
(z,y) € R". O

Andlogamente, con las mismas hipétesis, se obtiene que el conjunto R~! =
{(z,y) : (y,z) € R} ={(z,y) : y = x} es cerrado en X x X.

Teorema 4 Toda relacion de preferencias estricta = asimétrica, continua y es-
trictamente convexa, definida en un conjunto convexo X C R™ es representable
mediante una forma hemisimétrica continua.

Demostracion. Sea > una relacién de preferencias en las condiciones del teorema,
denotemos por I = {(z,y) € X x X : z ~y} = RN R~ y por d la métrica euclidea
en R™. Definamos la funcién m(z,y) = d((x,y),I) = ming; u)er d((2,y), (z,w)) y
definamos k comcE )
m(x,y

k@, y) = { —m(z,y) siy ==z

Es obvio que k es una representaciéon hemisimétrica de > y veamos ademas que
es continua. Para ello probaremos que m es continua, para lo que basta comprobar
que m es secuencialmente continua.

Sean (xo,90) € X X X v {(%n,yn)} C X x X tal que {(xn,¥n)} — (To,¥Yo)-
Hay que demostrar que {m(x,,yn)} — m(z,,¥y,), es decir, que para todo ¢ >
0, existe N € N tal que sin > N, |m(zn, yn) — m(Zo, Yo)| < €.

siz >y
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Sea ¢ > 0 dado, como {(zn,yn)} — (%0,¥), existe N € N tal que
Ad((ZnyYn)s (To,Yo)) < €, si m > N. Entonces, para todo (z,w) € I, se verifica

d((Tn, yn), (z,w)) < d((Tn, Yn), (To, Yo)) + d((T0, Yo), (2, w))
< d((xm yo)a (Z; w)) +e€.

Si denotamos m, = Mm(Tn,Yn) = Ming e d(Tn, yn), (z,w)) y Mo =
m(xoa Z/o) = min(z7w)61 d((l‘o’ yo): (Za w))7 tenemos que

my, < d((Zo,Yo), (2,w)) + €, para todo (z,w) € I,

es decir, m, — e < d((%0,Yo), (2, w)). Entonces m,, — e < m.
Por otra parte si n > N, para todo (z,w) € I se verifica

d((%o,Yo) (2,w)) < d((To:Yo), (Tn,y Yn)) + d((Tn,Yn), (2, W)
< d((Tn,yn), (z,w)) +e,

entonces andlogamente obtenemos que m, < m,, + €.
Asi k estd definida en la unién de dos conjuntos cerrados por dos funciones (m y
—m) continuas que coinciden en la interseccién de sus dominios, luego k es continua.
0O

Como las propiedades utilizadas en la demostraciéon del teorema anterior son
propiedades relativas a la distancia y a la norma euclidea de forma inmediata obte-
nemos el siguiente corolario fruto de una generalizacién obvia de dicho teorema.

Corolario 2 Toda relacion de preferencias estricta > asimétrica, continua y es-
trictamente convezxa, definida en un conjunto convero X de un espacio vectorial
normado E es representable mediante una forma hemisimétrica continua.

4. Conclusiones

Llegados a este punto, hemos dado una visién unificada de diferentes modelos de
preferencias no transitivas. Percibimos, mediante ejemplos concretos, las dificultades
de la obtencién de representaciones numéricas que caracterizan a la relacién, tanto
en el sentido de definir la preferencia como en el de proporcionar los elementos
maximales. Este trabajo nos abre la posibilidad de pensar en desarrollar una Teoria
del Consumidor paralela a la clasica, de modo los tipos de representaciones estudia-
das puedan ser empleadas para obtener propiedades sobre la correspondencia de
demanda o para probar resultados de existencia de equilibrio.
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